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Introducción
En (1) se prueba que un espacio de Banach E verifica la pro-
piedad de aproximación de Grothendieck si y sólo si el espacio
9í (E) de las funciones holomorfas sobre E con la topología com-
pacto abierta, la verifica.
El objeto del presente trabajo es establecer un resultado análo-
go para el caso de funciones diferenciables reales. Los intentos rea-
lizados en esta dirección han tenido, hasta ahora, un éxito parcial
(véase (2)).
En los trabajos anteriormente citados, se utiliza de forma esen-
cial la caracterización de la propiedad de aproximación en términos-
del e-producto.
Desde nuestro punto de vista, las dificultades radican principal-
mente en que la topología usual en los espacios C" (E, F) de la con-
vergencia uniforme de las funciones y sus derivadas sobre los com-
pactos de E, no parece la más adecuada para, en primer lugar, es-
tablecer la igualdad C"1 (E) € F = Cn (E, F), y en segundo lugar
para estudiar la densidad de C™ (E) (g) F en Cn (E, F). Por esta últi-
ma razón, en (5) se introducen en los espacios C" (E, F) otras to-
pologías, que permiten obtener resultados satisfactorios en la direc-
ción citada.
Por otro lado, debido a las dificultades que presenta la diferen-
cial de Fréchet para estudiar propiedades de completitud en los es-
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pacios C* (E, F) con estas nuevas topologías, hemos adoptado en el
presente trabajo la noción de diferencial compacta (de Hadamard),
•que nos ha permitido resolver favorablemente el problema planteado.
Notaciones
A lo largo de este trabajo, se utilizan las letras E, F, G para
designar espacios de Banach reales, y X, Y, Z para espacios local-
mente convexos, reales y separados. Denotaremos por £e (X, Y) el
espacio vectorial de las aplicaciones lineales continuas de X en Y,
dotado de la topología de la convergencia uniforme sobre los con-
juntos absolutamente convexos y compactos de X. Si Y = R, es-
cribiremos £c (X, R) = X'c. Si n > 1, definimos
£ t * ( E , X ) = £t(E,£*-i(E,X)),
donde £e" (E, X) = X. Los conjuntos
W (K», V) = •{ u € £cn (E, X) : u (K») C V }
forman una base de entornos de cero en £cn (E, X) cuando V re-
corre una base de entornos de cero en X y K recorre los compac-
tos de E. Finalmente, denotaremos por X € Y = £s (Y',, X), es-
pacio de las aplicaciones lineales continuas de Y% en X, dotado dé
la topología de la convergencia uniforme sobre los conjuntos equi-
continuos de Y'.
1. La diferencial compacta. Propiedades de densidad
1. DEFINICIÓN.—Sea / : E -> X. Diremos que / es diferenciable
en sentido compacto en a € E, si existe una aplicación lineal conti-
nua M de E en X tal que para cada disco compacto K-c E se verifica
f (a + t h) — f ( a ) — u (í h)
lim ; = O, uniformemente en h £ K.
í-> o *
Se dice entonces que u es la diferencial, en sentido compacto,
de / en o y la denotaremos por D / (a). En lo sucesivo, utilizare-
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mos; la ¡expresión de función diferenciable siempre en sentido com¿
pacto. Diremos que / : E-> X es diferenciable si / es diferenciable
en todos los puntos de E.
; ; • 2. DEFINICIÓN. — Diremos que / : E -> X es n veces diferencia-
ble si / es (n — 1) veces diferenciable, y D"-1 / : E -> JE*-1 (E, X)
es diferenciable, donde D° / = /. Asimismo, diremos que / : E -> X
es una función de clase n, si / es n veces diferenciable y todas las
diferenciales son continuas. :
Denotaremos por Cc" (E, X) al conjunto de todas las aplicacio-
nes de clase « de E en X. Si n — O, escribiremos
Cco (E, X) = Cc (E, X) (*).
Utilizaremos las siguientes propiedades de este concepto de di-
ferencial :
a) Toda función diferenciable de E en 'X es continua.
b) Si • / € C/1 (E, X) y u € £ (F, E) (resp. u* £ (X, Y)), et¿
tonces
/ » u e c.« (F, x)
(resp. u . / € C£" (E, Y)) y . -
D" (/ „ «) (x) (^ xf) = D*/ (« (x)-) (u rit ..., u *,)
(resp. T)" (j ° u) = u ° W /) si 1 < p < «.
c) Regla de la cadena de orden 1.
d) Para cada x € E y ! < / > < « , Dp / (x) es /»-lineal y simé-
trica.
e) Si / es una aplicación diferenciable de E en X y a € E, en-
tonces
/ (a + *) — / (a) € "T7"| •{ D / (y) (x) : y Ç [a, a, +
 X1 },
donde | eos | A designa la envoltura absolutamente convexa y ce-
rrada de A. (Teorema del valor medio.)
Las propiedades a), c), d) y e) pueden verse en (11), proposicio-
(*) Nótese que la topología de Cc (E, X) es la compacto-abierta. Utilizare-nos
esta misma notación cuando E y X sean espacios topológicos arbitrarios.
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nés 1.7.1, 1.2.9, 1.8.2 y 1.3.3, respectivamente. En cuanto a la pro-
piedad b), es de comprobación directa inmediata.
3. OBSERVACIÓN.—En la literatura (véase por ejemplo (11)), se
suele utilizar para la noción de función w veces diferenciable en
sentido compacto la topología de la convergencia uniforme sobre
los acotados de E en £n (E, X). No obstante, las propiedades usua-
les siguen siendo válidas para nuestra definición, aunque sólo uti-
lizaremos las anteriormente citadas. Véase también (6).
4. DEFINICIÓN.—Para cada compacto K c: E y cada entorno de
cero V c: X, definimos
T (K, V) = { / C C/ (E, X) : D" / (K) c W (K", V), O < P < n }.
Cuando K recorre los compactos de E, y V recorre una base de
entornos de cero en X, los conjuntos T (K, V) forman un sistema
fundamental de entornos de O para una topología localmente con-
vexa y separada en Ccn (E, X). A lo largo de este trabajo, utiliza-
remos siempre en C„iK (E, X) esta topología. Véase (5).
5. LEMA. — Sea E un espacio de Banach con la propiedad de
aproximación, y X un espacio localmente convexo. Si
í € Cc» (E, X) y A, = { f o u : u € E' ® E }.
entonces f es adhérente a A¡ en C0n (E, X).
DEMOSTRACIÓN.—Sea T (K, V) un entorno de cero en Ccn (E, X),
donde podemos suponer que V es absolutameste convexo, y («„) una
sucesión de elementos de E' (g) E que converge a la identidad de
E, uniformemente sobre K. Como la evaluación es una aplicación
continua de Cc (K, E) x E en E, el conjunto
L = K U { «„ (K) ; n Ç N }
es compacto en E.
Por ser / uniformemeste continua en K, existe Ult entorno de
cero en E, tal que
/W — / Ü O € V si x£K, yÇE y x — y £ U
 L. [1]
"LA PROPIEDAD DE APROXIMACIÓN EN ESPACIOS DE FUNCIONES DIFERENCIALES 731
Por otro lado, si 1 < p < n, como D" / (K) es compacto en
^ t(E,£e»-i(E,X)),
y por tanto equicontinuo, existe U2, entomo de cero en E, tal que
D" / (K) (U2 x L x ... x L) = Dp / (K) (L x U2 x ... x L) = ... =
= D" / (K) (L x ... x L x U2) c: (1/2 p) V. [2]
Finalmente, por ser D" / uniformemente continua sobre K, exis-
te U3, entomo de cero en E, tal que
D"/ 'M-D»/00 '€ W (L", (1/2) V), si * .€K, y € E y ^ - y ^ L y [3]
Sea
U
 =
 Ui O U2 n U3 y u = un con « > »0,
donde
^ — «n (i") ig U si ¿r g K y n ^  na.
Entonces :
a) / ( # ) — / (M #) •€ V si x € K, por [1].
b)
D- / (*) Or lf .... *„) - D" / (u *) (u *lf ..., « *p) =
= Dp / (x) (^ x,) - D' / W («
 V ..., « ^p) +
+ D" / (¿r) (« x.L, ..., u xy) — D" / (íí *) (w ^ , ..., u xp) Ç.
(P
€ (1/2 í) V + ... + U/2 />) V + (1/2) V d V,
si *•, x.L, ...,xs£ K, por [2] y [3]. Es decir,
/ — / „ « • € T (K, V).
6. TEOREMA. — 5ea £ MW espacio de Banach y n > 1. Lai íí-
guientes afirmaciones son equivalentes:
6.1. Ccn (E) ^  X es denso en C0n (E, X) para todo espacio lo-
calmente convexo X.
6.2. Ccn (E) (g) .Y í?í rf^Wío ÍM Ccn (E, X) para todo espacio lo-
calmente convexo completo X.
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6.3. La aplicación identidad de E pertenece a la adherencia de
C» (E) ® E, en C» (E, E).
6.4. La aplicación identidad de E pertenece a la adherencia de
E' <g> E en Ccu (E, E).
6.5. E verifica la prof ¡edad de aproximación.
DEMOSTRACIÓN.—6.1 =£> 6.2 y 6.2 =í> 6.3 son inmediatas. Para
ver que 6.3 =í> 6.4, sea
H = { D u (y) : ti £ C« (E) ® E, y 6 E } C E' ® E.
Una simple comprobación demuestra que la identidad en E perte-
nece a la adherencia de H en Ccn (E, E). Trivialmente 6.4 =î> 6.5.
Para demostrar que 6.5 =D> 6.1, observemos en primer lugar que
si la dimensión de E es finita, entonces se cumple 6.1 (véase, por
ejemplo, (10), pág. 448). En el caso general, si / '€ C/1 (E, X) y
T (K, V) es un entorno de 0 en C/ (E, X), donde podemos supo-
ner V convexo, por el lema 5 existe u € E' ® E tal que
/ _ / „ « € T (K, (1/2) V).
Sea EO = u (E) 3; /„ = / |
 E„ ; entonces /„ '€ C,11 (Ea, X) y por ser
E0 de dimensión finita, existe a0 6 Cc" (E0) ® X tal que
/o - ao Ç T (» (K), (1/2) V) CC,» (E0, X).
Resulta entonces que
j o u — aí( » » € T (K, (1/2) V),
luego
/ - ^ „ « Ç T Í K . V ) .
Como a0 « w € C/ (E) (g) X, se obtiene 6.1.
2. Propiedades de los espacios Cnc (E, X)
7. TEOSEMA.—Si E es un espacio de Banach y X es un espació
localmente convexo completo, entonces Ccn (E, X) es completo.
DEMOSTRACIÓN.—Sea (/¡)¡
 e T una red de Cauchy en Ccn (E, X).
Para cada x € E y cada ;', O < / < n, (DJ' /,• (*))«-e ! es una red de
LA PROPIEDAD DE APROXIMACIÓN EN ESPACIOS DE FUNCIONES DIFERENCIALES 73$
Cauchy en £¿ (E, X). Como £c< (E, X) es completo ((7), cap. I.IJ,
prob. 8), resulta que existen
/J (*)•€.£'. (E, X), 0 < ; < « .
tales que cada red (D' /¡ (x})¡
 e, converge a fj (x) en £¿ (TE, X)..
Esta convergencia es uniforme sobre cada compacto de E, por la
definición de la topología en C/ (E, X), por lo que /; es continua
sobre cada compacto de E y por ser E de Banach, continua en E,
Por otra parte, para cada x € E y cada j , O < j < n,
//<*) = DÌ/(*),
donde / = /°. En efecto, para j — O, el reusltado es evidente. Su-
pongámoslo cierto para ; = p <i n y probémoslo para / — /> -t- 1,
Sea x '€ E y K c E compacto. Bastará probar que
W f(x + t h) — D'f (*) — f + » (x) (í fe)
lim =0,
uniformemente en A € K.
Sea W (Lp, V) un entorno de O en £c" (E, X). Consideremos U,
entorno de cero en X, absolutamente convexo y cerrado, con la pro-
piedad de que U +- U + U c V.
Aplicando el teorema del valor medio a la función de variable real
7, (i) = D" 4 (x + í /») — D" /, (x + t h).
resulta
[D' fk (x + t h) - D" /t (*) - (D" /. (r + i h)-W f t (*)}] /-i =
= í-1 (v (t) — v (O)) í í"1 | ço {D v (s) (í) : -f comprendido entre O y t } -
= | ço | { D"+i /,. (* + j A) (h) — DW /f (^ + í A) (/«) : í entre O y t }.
Por ser (/¿)¡ g , una red de Cauchy en Cc" (E, X), existe ?„ í I
tal que si
i,k^i0 e yÇ.x + D K (D = [—1,1]),
entonces
Dp+1 /* (>') - DP+1 /, (?) € W (K x L», U),
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por lo que si i, k > i0,
(v (í) — v (0)) í-1 € W (L", U).
Como consecuencia se tiene
[D* f ( x + t h) ~D"f (x) — D" /( (x+t /i) — D" ft (x))} Í-1 € W (L", U), [1]
siempre que i > ¿0, í € D y Á € K.
Por otro lado,
[D'+i /, (*) (í A) - f+i (x) (t K)-\ í-i € W (L", U), [2]
para Ã € K y algú«» i > ia. Para este i existe un S, 0 < 8 < 1, tal
•que si | t | < S y h € K se cumple
[D" /. (* + í fe) — D" /, (*)• - D'+i /, (x) (t K)-\ t-i € W (L», U). [3]
De [1], [2] y [3] se concluye que
[D" / (* + í A) — D" / (*) — f+i W (í A)] f-1 € W (Lp, V),
si | t | < 8 y Ã € K.
A continuación, pasamos a caracterizar los conjuntos relativa-
mente compactos de C/1 (E, X). Una sencilla modificación en la
demostración del teorema de Ascoli, tal como aparece en (9), pagi-
ma 312, permite probar el siguiente resultado :
8. TEOREMA.—Sea L un k-espacio, M un espacio semi-mètrico
y & una familia en Cc (L, M~). Entonces son condiciones necesarias y
.suficientes para que & sea relativamente compacto, las siguientes :
8.1. Para cada compacto K de E, & \
 K es equicontinuo en
C (K, M).
8.2. Para cada x € L, el conjunto
& (x) = { f (x) : f í 9 }
-es relativamente, compacto en M.
Consideremos el espacio Cc (E, £* (E, X)). De la definición de
Ia topologia en Cc" (E, X) se deduce que la aplicación
O : Cc» (E, X) —» YJ C, (E- ¿"c (E. x))
P = 0
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•definida por
«(/) = (!>'/),,*,*.»,
•es un isomorfismo topològico entre C¿n (E, X) y un subespacio de
JJ Cc (E, £'t (E, X)).
Como consecuencia obtenemos el siguiente teorema :
9. TEOREMA.—Sea E un espacio d>e Banach y X un espado lo-
calmente convexo completo. Si & es una familia en C0n (E, X), en-
tonces & es relativamente compacto si y sólo si se' verifican las con-
diciones siguientes :
9.1. Para cada p, O < p :< n y cada compacto Ka E, el con-
junto
{ DI- í ]K : f € ff } c ca (K, £PC (E, X))
•es équicontinuo.
9.2. Para cada x € £ y cada p, O <: p < n, el conjunto
{ D» í (x) : f € ^  }
.es relativamente compacto en £,? (E, X).
DEMOSTRACIÓN.—9 es relativamente compacto en Ccn (E, X) si
y sólo si 6 (#) es rleativamente compacto en 6 (Ccn (E, X)). Como
Cc" (E, X) es completo por el teorema 7, 6 (Ce* (E, X)) es ce-
:frado en
JJ Cc (E, £', (E, X)).
Por tanto, por el teorema de Tychonoff resulta que £? es relativa-
mente compacto en C/1 (E, X) si y sólo si cada proyección
ir, (6 (C,- (E. X)))
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es relativamente compacto en Cc (E, £'c (E, X)). El resultado se-
deduce del teorema 8.
3, La propiedad de aproximación en C"c (E)
10. TEOREMA.—Si E es un espacio de Banach y X es un espa-
cio localmente convexo completo, entonces
Cc» (E, X) = C.« (E) e X = £t (X'c, C.« (E)).
DEMOSTRACIÓN.—En primer lugar, como X es completo, la to-
pología en X'« es la compacto-abierta.
Sea / •€ Cc" (E, X). Definimos
y (/) : X' —» Cc" (E)
por
<P (fi y' = y' » / € Ce» (E) para cada 31' € X'.
Es evidente que 9 (/) es lineal. Veamos que
<p(!)t£ (X'e, C/ (E)).
Sea
T (K,
 e) = T (W, Ie), I = [- e, e]
un entomo de O en Ccn (E). Para cada p, O < p < «, la aplicación
de E x E1 en X definida por
(x,Xi,...,X¿—» D"/ W ^ , ...,*,
es continua ((4), lema 0.1.2), luego
L, = D" / (K) (K")
es compacto en X, por lo que
L = Q.!.»
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es un entorno de cero en X'c. Es inmediato comprobar que si
y' '€ L, entonces
<p (/) v''6 T (K,
 e).
La aplicación
<p : C.» (E, X) —> ££ (X'(, C." (E))
•es evidentemente lineal. Para probar su continuidad, sea H un equi-
•continuo en X', que podemos suponer de la forma, H = Vo, sien-
do V un entorno de O en X, y T (K, E) un entorno de O en C„* (E).
Entonces T (K, E V) es entorno de 0 en Ccn (E, X), y si
/ € T (K, E V) se tiene
'<P (/) y '6 T (K, e) para todo y Ç H.
Así, pues, <p es lineal, continua y obviamente inyectiva. Un ra-
zonamiento análogo al anterior prueba que 9 es un isomorfismo
topològico sobre su imagen. Para terminar la demostración, bas-
tará probar que <p es suprayectiva.
Sea u '€ £ (X'c, C/ (E)). Para cada p, O < p < n, y cada
x, x-i, ,.., x» de E, la aplicación
/-» D» (« y') (JP)^, ...,*,
es una forma lineal y continua sobre X'c ; como (X'c)' = X, existe
un único f (x)a;L, ..., xt de X tal que
</*' (x) * i (..., ^ , y> = D" (« y) w ^ri ^ (*)
Si se prueba que /° = / pertenece a Ce" (E, X), entonces tf (f) = u
y <p será suprayectiva.
En primer lugar, observemos que como el segundo miembro de
{*) es /»-lineal en xít ..., xt, f (x} es /'-lineal.
Probemos ahora que para cada x € E, f (x) € £vc (E, X). Si V
es un entorno, absolutamente convexo y cerrado, de cero en X,
Vo es equicontinuo en X' y por tanto relativamente compacto en
X'c. Entonces w (Vo) es relativamente compacto en C/1 (E). En
virtud de 9.2, para cada x € E el conjunto
{ D" (u y') (x) : y' € V« }
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es relativamente compacto en £*c (E, R), y por tanto, por el teore-
ma 8, equicontinuo sobre cada compacto de Ep. En consecuencia,
si K c E es compacto, existe 8 > O tal que si
^,^•6 K, i = 1, . . . , /> y \\x(— yt\\<&
se tiene
\ { f ( x · ) X í , . . . , X p -f'(x)y1,...,y1,,y'>\ =
= | D" (u y') (x)
 Xì, ..., xs - D" (« .-v') (*) 3-! V„ l •< 1
para todo y' € Vo. Es decir,
f (x)
 Xl, ..., Xf - f (x) y1( ..., y„ € V»» = V,
lo que prueba que f (x} es continua en K",, y por ser E"1 metriza-
ble, f (x) es continua.
Utilizando 9.1 en lugar de 9.2, se prueba de forma anàloga que
f : E —> £e' (E, X)
es continua.
Finalmente, probemos que para cada x '€ E y cada p, O < p < n,,
D" f (x) = f (¿i).
Para p = O es evidente. Supongámoslo cierto para p = k < n y
probémoslo para p = k + 1. Sea ; t r € E y K c E un compacto.
Bastará probar que
D*/(* + < A ) —D*/0*)-/n-i(*)(«A)
Hm = 0.
(-> o *
uniformemente en /t € K. Sea entonces W (L*, V) un entomo de O1
en £*c (E, X), donde V podemos suponerlo absolutamente convexo
y cerrado. Para cada y' de X' se tiene
y' „ [D* / (* + < A) - D* / (*) - /*+' (x) (t h}1 i-i =
[D* (u y') (x + t h) — D* (« 31') (*) — D*+i (« y') (x) (t Ã)] í-1 >€ ^* (E, R).
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Apliquemos el teorema del valor medio a la función de variable real
v (t) = D* (« y') (x + t h ) — D*+i (u y') (x) (t K).
Entonces
!> (í).— v (O)]-1 £ t-1 | co ] { D v (s)'(t) : s entre O y í } =
I co | { D*+! (u y') (x + s h) (h) — D*+i (u y') (x) (h) : s entre O y í }.
Si D = [—3,1], D K es compacto en E. El conjunto
{ D*+i („ y)
 D K : y ç V» } C Cc (D K, J?,»» (E, R))
es equicontinuo por 9.1, luego dado el entomo W (K x L*, l)r
existe un 8 > O tal que si x, y € D K, || x — y\\ < S, se verifica
D*+! (w y') (x) — D*+i (M y) (y) ig W (K x L*, 1),
es decir,
D*+i (M y) (*) (A) — D*+i («y) (y) (h) Ç. W (L*, 1),
para todo Ã C K y todo y '€ Vo. Si
M = max { || A || : Ã •€ K } y 2' = S/M,
resulta que si | t \ < S', se cumple que | s h \\ < 8 si í està entre-
O y t, luego
D*+i (u y') (x + s h) (h) — DW (u y) I» (h) <Ç W (L*, 1),
para cada h € K, y' € Vo y í entre O y í. Como W (L*, 1) es con-
vexo y cerrado, resulta
y o [D* / (x + t h) — D* / (x) — /*+i (x) (t h)1 t-i e W (L*, 1)
para todo y' ;€ Vo, h € K, siempre que ! t \ < S'. Es decir,
[D* / (x + t h) — D* / (x) — /*+! (x) (í /í)] í"1 '€ W (L*, V»") = W (L*, V),
para todo h '€ K, siempre que ! t \ < 8'.
Es bien conocido que un espacio localmente convexo Y verifica'
la propiedad de la aproximación si y sólo si Y ® X es denso en«
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Y s X para todo espacio localmente convexo X ((8), prop. 11). Si
Y es casi-completo, por (3), 3.9 (2), basta probar la densidad de
Y (g) X en Y e X para todo espacio localmente convexo completo
X. Por otra parte, si X eY son espacios localmente convexos casi-
completos verificando la propiedad de aproximación, el espacio
X e Y también la verifica ((8), cor. 2, pág. 48). Podemos entonces
enunciar el siguiente teorema :
11. TEOREMA.—Sea E un espacio de Banach y n #> 1. Las si-
guientes proposiciones son equivalentes:
11.1. E verifica la propiedad de aproximación.
11.2. C,," (E) verìfica la propiedad de aproximación.
11.3. Cy (E, X) verifica la propiedad de aproximación para todo
••espacio localmente convexo completo X que verifique la propiedad
de aproximación.
DEMOSTRACIÓN.—Es una consecuencia inmediata de la observa-,
•ción anterior y de los teoremas C, 7 y 10.
4. La propiedad de aproximación en P ("E).
Para cada n € N designamos por P ("E, X) el espacio de los po-
linomios homogéneos de grado n, continuos, de E en X. Se com-
prueba fácilmente que la topología inducida en P ("E, X). por la de
Cen (E, X) es la compacta-abierta. Con técnicas similares a las de
los teoremas 6, 7 y 10 se prueban los siguientes resultados :
Si E verifica la propiedad de aproximación, entonces P ("E) ® X
€s denso en P ('"E, X) para todo espacio localmente convexo X y
•cada n > 1.
Si X es completo, entonces P ("E, X) es completo.
Si X es completo, entonces
P («E, X) = P (»E) e X.
Como consecuencia de estos resultados, se obtiene el siguiente
teorema :
12. TEOREMA.—Sea E un e-spacio de Banach. Las afirmaciones
del teorema 11 son equivalentes a las siguientes:
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12.1. P {"£) = P ("£, J?) verìfica la propiedad de aproximación
farà cada n > 1.
12.2. P ("E, A') verifica la propiedad de aproximación para todo
.X completo que verifique la propiedad de aproximación y cada
:n '6 N.
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